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Борелевские многозначные отображения

Borel multivalued mappings
Аннотация. В статье рассматриваются многозначные отображения метри-

ческого пространства Y в компактное метрическое пространство X. Показыва-
ется, что полунепрерывные многозначные отображения являются борелевскими 
отображениями первого класса. Изучается вопрос о сохранении борелевости при 
выполнении над многозначными отображениями операций пересечения, объеди-
нения, взятия верхнего и нижнего топологического предела. Показывается, что 
операции пересечения конечного или счетного числа отображений, а также опе-
рация объединения счетного числа отображений увеличивают борелевский класс 
на единицу; операция объединения конечного числа отображений не изменяет 
борелевского класса; операция взятия верхнего топологического предела после-
довательности многозначных отображений увеличивает борелевский класс на 
два; операция взятия нижнего топологического предела увеличивает борелевский 
класс на три. Эти результаты применяются далее к отображениям, задаваемым 
радиальными предельными множествами.

Summary. The article studies multivalued mappings of metric space Y into compact 
metric space X. It is demonstrated that semi continuous multivalued mappings are 
Borel mappings of the first class. The author investigates whether Borel measurability 
remains after the operations of intersection, union, taking upper and lower topological 
limit performed on multi-valued mappings. It is demonstrated that the operations 
of intersection of finite or countable number of mappings, and also operation of union 
of countable number of mappings increase a Borel class by one; the operation of union 
of finite number of mappings does not change a Borel class; the operation of tacking 
upper topological limit of sequence of multi-valued mappings increases a Borel class by 
two; the operation of tacking lower topological limit increases a Borel class by three. 
These results are applied further to the mappings determined by radial limit sets.
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Пусть X — топологическое пространство. Обозначим через 2X множество 
всех замкнутых подмножеств пространства X. Многозначным отображением 
топологического пространства Y в топологическое пространство X мы будем 
называть функцию XYF 2: → .

Множество X2  можно превратить в топологическое пространство различ-
ными способами. Опишем наиболее употребительную топологию – топологию 
Вьеториса или экспоненциальную топологию [1], [2].

Для некоторого множества XA ⊂  символом A2  обозначим множество всех 
замкнутых в X  подмножеств множества A , т.е. { }AMM XA ⊂∈= |22 . Экс-
поненциальная топология в пространстве X2  — это слабейшая топология, 
в  которой множества A2  открыты в X2  для всех открытых A  и замкнуты 
в X2  для всех замкнутых A . Таким образом, семейство множеств G2  
и { }∅≠∈= GMM XGXX |22\2 \ , где G  пробегает все открытые в X  мно-
жества, образует предбазу экспоненциальной топологии. Базу экспоненциальной 
топологии образует семейство множеств вида:

{ }∅≠∅≠⊂∈= n
X

n GMGMGMMGGGB  ,...,,|2),...,,( 1010 ,

где 0≥n , и множества nGGG ,...,, 10  открыты в X . Отметим, что пустое мно-
жество является изолированным элементом пространства X2 .

В данной статье мы будем предполагать, что X  является компактным 
метрическим пространством. В этом случае экспоненциальная топология 
совпадает с топологией, порождаемой метрикой Хаусдорфа [1], [3]. Расстояние 
между непустыми множествами XNM 2, ∈  в метрике Хаусдорфа определяется 
формулой:

,

где ρ ),(inf),( zxNx
Nz
rr

∈
=  — расстояние от точки x  до множества N . За расстояние 

между пустым и непустым множеством принимается XNd H diam),( =∅ . Хаусдор-
фово расстояние между непустыми множествами XNM 2, ∈  можно также 
определить равенством , 
где — ε-окрестность множества N.

Известно, что в случае компактного метрического пространства X простран-
ство X2  с метрикой Хаусдорфа также будет компактным [3], [4].

Цель статьи состоит в изучении отображений метрического пространства Y  
в пространство ),2( H

X d  с точки зрения принадлежности их к тем или иным 
борелевским классам. Понятие борелевских отображений метрических про-
странств, их классификацию и свойства можно найти в [1]. Отметим лишь, что 
борелевские отображения нулевого класса — это непрерывные отображения, 
а борелевские отображения первого класса — это такие отображения, для ко-
торых прообраз любого открытого множества имеет тип Fσ , т.е. является объеди-
нением счетного числа замкнутых множеств (равносильно: прообраз любого 
замкнутого множества имеет тип Gδ, т.е. является пересечением счетного числа 
открытых множеств).
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Сначала установим связь между полунепрерывностью и борелевостью 
многозначных отображений.

Многозначное отображение XYF 2: →  называется полунепрерывным 
сверху (снизу), если для любого открытого (замкнутого) множества XA ⊂  
прообраз ( ) { }AyFYyF A ⊂∈=− )(|21  является открытым (замкнутым) в Y .

Очевидно, что многозначное отображение XYF 2: →  непрерывно в экспо-
ненциальной топологии тогда и только тогда, когда оно одновременно полуне-
прерывно и сверху и снизу.

Предложение 1. Пусть X  — компактное метрическое пространство, 
Y  — метрическое (или метризуемое) пространство. Если многозначное 
отображение XYF 2: →  полунепрерывно сверху или снизу, то оно явля-
ется борелевским отображением первого класса.

Доказательство. Пусть отображение F  полунепрерывно сверху. Так как 

X  — компактное метрическое пространство, то пространство ),2( H
X d  также 

является компактным метрическим пространством, а значит, имеет счетную базу 
топологии. Следовательно, любое открытое множество этого пространства яв-
ляется объединением счетного числа базисных окрестностей вида 

{ }∅≠∅≠⊂∈= n
X

n GMGMGMMGGGB  ,...,,|2),...,,( 1010 , где множества 

nGGG ,...,, 10  открыты в X . Объединение счетного числа и пересечение конеч-
ного числа множеств типа Fσ также имеет тип Fσ. Поэтому для того чтобы 
показать, что прообраз любого открытого в ),2( H

X d  множества будет 
Fσ-множеством в Y , нам достаточно проверить, что таковыми будут прообразы 

множеств { }GMM XG ⊂∈= |22  и { }∅≠∈= GMM XGXX |22\2 \  для любо-
го открытого XG ⊂ .

Прообраз ( )GF 21−  является открытым в Y  по определению полунепрерыв-
ности сверху, а открытое множество в метрическом пространстве является 
Fσ -множеством. Множество G , являясь открытым подмножеством метрическо-

го пространства X , представимо в виде объединения счетной последователь-

ности замкнутых множеств 
∞

=

=
1n

nKG .Поэтому прообраз

( ) { } { } ( )==∅≠∈=∅≠∈=
∞

=

−
∞

=

−  
1

\1

1

\1 2\2)(|)(|2\2
n

KXX

n
n

GXX nFKyFYyGyFYyF

( )nKX

n

FY \

1

1 2\
∞

=

−= . Так как множества nKX \  открыты в X , а отображение F  
полунепрерывно сверху, то множества ( )nKXF \1 2−  открыты, а их дополнения 

( )nKXFY \1 2\ −  замкнуты в Y . Значит, ( )GXXF \1 2\2−  — Fσ-множество в Y .
Пусть теперь отображение F  полунепрерывно снизу. Тогда для открытого 

множества XG ⊂  прообраз ( ) ( )GXGXX FYF \1\1 2\2\2 −− =  будет открытым (а зна-
чит, и Fσ) множеством в Y  как дополнение замкнутого множества ( )GXF \1 2− .

Обозначим { }nGXxGxKn /1)\,(| ≥∈= r , ,...2,1=n . Тогда множества nK  

замкнуты и 
∞

=

=
1n

nKG  (это верно для любого метрического пространства X  

и открытого множества XG ⊂ ). Так как по условию метрическое пространство 
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X  компактно, то для любого замкнутого множества GM ⊂  расстояние 
. Поэтому найдется номер n  такой, 

что nKM ⊂ . Следовательно, прообраз

( ) { } { } ( )
∞

=

−
∞

=

− =⊂∈=⊂∈=
1

1

1

1 2)(|)(|2
n

K

n
n

G nFKyFYyGyFYyF ,

т.е. является Fσ-множеством в Y . Предложение доказано.
Рассмотрим вопрос о сохранении борелевости при выполнении над много-

значными борелевскими отображениями некоторых основных теоретико-
множественных и топологических операций.

Операции над многозначными отображениями определяются поточечно. 
Например, пересечением многозначных отображений XYFF 2:, 21 →  называет-
ся отображение XYFFF 2:21 →=   такое, что )()()( 21 yFyFyF =  для всех 

Yy ∈ .
Теорема 1.
Пусть X  — компактное метрическое пространство, Y  — метрическое 

(или метризуемое) пространство. Тогда:
1) Если многозначные отображения X

n YFF 2:,...,1 →  являются боре-

левскими отображениями класса α , то их пересечение X
n

i
i YF 2:

1

→
=
  

является борелевским отображением класса α + 1;
2) Если многозначные отображения ,...,2,1,2: =→ iYF X

i  являются 

борелевскими отображениями класса α, то их пересечение X

i
i YF 2:

1

→
∞

=
  

является борелевским отображением класса α +1.
Доказательство. Согласно [1; 189], если функции 21 , FF  полунепрерывны 

сверху в точке 0y , то их пересечение 21 FF   также полунепрерывно сверху 
в точке 0y . По индукции это утверждение распространяется на любое конечное 
число функций: если функции nFF ,...,1  полунепрерывны сверху в точке 0y , то 

их пересечение 
n

i
iF

1=

 также полунепрерывно сверху в точке 0y . Так как не-

прерывное отображение является полунепрерывным сверху, а полунепрерывное 
сверху — борелевским (по предложению 1), то мы приходим к следующему 
утверждению: если отображения X

n YFF 2:,...,1 →  непрерывны, то их пересе-

чение 
n

i
iF

1=

 является борелевским отображением первого класса.

Возьмем теперь в качестве пространства Y  топологическое произведение 

( )
nn

i

XX∏
=

=
1

22 , а в качестве отображений iF  — координатные отображения

ini MMMF =),...,( 1 , ni ,...,1=

Получим, что операция пересечения 
n

i
iM

1=
, рассматриваемая как отобра-

жение пространства( )
nn

i

XX∏
=

=
1

22  в 
X2 , является борелевским отображением первого 

класса.
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Пусть отображения X
n YFF 2:,...,1 →  являются борелевскими отображе-

ниями класса α.  Рассмотрим отображение ( )nX
n YFF 2:),...,( 1 →=Φ , 

))(),...,(()( 1 yFyFy n=Φ  для всех Yy ∈ . Так как пространство ),2( H
X d  явля-

ется компактным метрическим пространством, то оно сепарабельно, и поэтому 

(см. [1; 391]) отображение Φ  является борелевским класса α. Но тогда ото-

бражение X
n

i
i YF 2:

1

→
=
 , являясь композицией отображения ( )nXY 2: →Φ  

класса α и отображения ( ) XnX
n

i
iM 22:

1

→
=
  первого класса, будет отображени-

ем класса α + 1 (см. [1; 385]). Утверждение 1) доказано.
Утверждение 2) доказывается аналогично, основываясь на том факте, что 

если X  — компактное пространство, и отображения tF , где t  пробегает про-

извольное множество индексов T , полунепрерывны сверху в точке 0y , то и 

пересечение 
Tt

tF
∈

 полунепрерывно сверху в точке 0y  (см. [1; 190], где дается 

ссылка на работу [5]). Учитывая, что счетное произведение ( ) 022
1

ℵ
∞

=

== ∏ X

i

XY  

метризуемо, отсюда и из предложения 1 получаем, что операция пересечения 


∞

=1i
iM , рассматриваемая как отображение пространства ( ) 02 ℵX  в X2 , являет-

ся борелевским отображением первого класса. Если теперь отображения 

,...,2,1,2: =→ iYF X
i  являются борелевскими класса α, то их пересечение 

X

i
i YF 2:

1

→
∞

=
  будет отображением класса α + 1 как композиция отображения 

( ) 02:)( 1
ℵ∞

= →=Φ X
ii YF  класса α и отображения ( ) XX

i
iM 22: 0

1

→
ℵ

∞

=
  первого 

класса. Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть X  — компактное метрическое пространство, Y  — 
метрическое (или метризуемое) пространство. Тогда:

1). Если многозначные отображения X
n YFF 2:,...,1 →  являются бо-

релевскими отображениями класса α, то их объединение X
n

i
i YF 2:

1

→
=
  

также является борелевским отображением класса α;

2). Если многозначные отображения ,...,2,1,2: =→ iYF X
i  являются 

борелевскими отображениями класса α, то отображение X

i
i YF 2:

1

→
∞

=
  

(черта означает замыкание в X ) является борелевским отображением 
класса α + 1.

Доказательство аналогично доказательству в предыдущей теореме. Утверж-
дение 1) основывается на том факте, что если отображения 21 , FF  непрерывны 
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в точке 0y , то их объединение 21 FF   также непрерывно в точке 0y  [1; 188]. 
Утверждение 2) основывается на том факте, что если отображения tF , где t  
пробегает произвольное множество индексов T , полунепрерывны снизу в точ-

ке 0y , то и отображение 
Tt

tF
∈

 полунепрерывно снизу в точке 0y  [1; 188].

Рассмотрим теперь операции образования верхнего и нижнего топологиче-
ского предела последовательности множеств.

Напомним, что верхним топологическим пределом последовательности 
множеств { }iM , расположенных в некотором топологическом пространстве X , 
называется множество  тех точек Xx ∈ , любая окрестность каждой из 

которых пересекается с бесконечным числом множеств данной последователь-
ности. Нижним топологическим пределом последовательности множеств 

{ }iM  называется множество  тех точек Xx ∈ , любая окрестность каж-

дой из которых пересекается со всеми множествами данной последовательности, 
начиная с некоторого номера. Нетрудно видеть, что для любой последователь-
ности множеств { }iM  ее нижний и верхний топологические пределы будут 
замкнутыми подмножествами пространства X .

Теорема 3. Пусть X  — компактное метрическое пространство, Y  — 
метрическое (или метризуемое) пространство. Тогда

1) Если многозначные отображения ,...,2,1,2: =→ iYF X
i  являются 

борелевскими отображениями класса α, то их верхний топологический 
предел X

ii
YF 2:Ls →

∞→
 является борелевским отображением класса α + 2 ;

2) Если многозначные отображения ,...,2,1,2: =→ iYF X
i  являются 

борелевскими отображениями класса α, то их нижний топологический 
предел X

ii
YF 2:Li →

∞→
 является борелевским отображением класса α + 3;

Доказательство. Согласно [1; 345] для верхнего топологического предела 

последовательности множеств имеет место формула 
∞

=

∞

=
∞→

=
1

Ls
k ki

iii
MM . По 

теореме 2 для любого ,...2,1=k  отображение 
∞

=ki
iF  является борелевским ото-

бражением класса α + 1 Тогда по теореме 1 отображение 
∞

=

∞

=
∞→

=
1

Ls
k ki

iii
FF  будет 

борелевским класса α + 2. Утверждение 1) доказано.
Доказательство утверждения 2) основывается на следующей формуле для 

нижнего топологического предела последовательности множеств в метрическом 
пространстве

,   (*)
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где символом  для краткости обозначено замыкание ε-окрестности множе-

ства iM , т.е. . Докажем эту формулу.

Из самого определения нижнего топологического предела следует, что

   ( ∗∗ )

где ( ) ),( ee ii MOM = ε) Очевидно, что выражение ( ∗∗ ) содержится в выражении 

(∗ ). Обратно, пусть точка x  принадлежит выражению (∗ ), . 

Зафиксируем α0 00 >e . Тогда . Следовательно, существует 

точка Xy ∈  такая, что ρ(x, y)<ε0/3 , и , т.е. существует 

номер 0k  такой, что [ ] 30eiMy ∈  для любого 0ki ≥ . Тогда  для 

любого 0ki ≥ . Так как ρ(x, y)<ε0/3 , то отсюда получаем, что ( )
0eiMx ∈  для 

любого 0ki ≥ . Следовательно, . Так как 0e  было выбрано про-

извольно, то ( )
0 1>

∞

=

∞

=

∈
e

e
k ki

iMx , т.е. x  принадлежит выражению (∗ ∗ ). Таким, 

образом эквивалентность формул (∗ ) и (∗ ∗ ) установлена.

Заметим, что для любого ε 0>e  отображение [ ]eMM  ε , сопоставляющее 

множеству XM 2∈  его замкнутую ε-окрестность [ ]eMM  ε[ ] XM 2∈e , является непре-

рывным в метрике Хаусдорфа. Поэтому, если отображения ,...,2,1,2: =→ iYF X
i  

являются борелевскими класса α, то отображения [ ] X
i YF 2: →eε [ ] X

i YF 2: →e  также будут 

борелевскими класса α. Полагая ε ,...,2,1,1 == nnne  согласно формуле ( ∗∗ ) 

мы можем записать [ ]
∞

=

∞

=

∞

=
∞→

=
1 1

1i
Li

n k ki
nii FF 1/n. По теореме 1 для любых натураль-

ных kn,  отображение [ ]
∞

=ki
niF 1  является борелевским класса α + 1. По теоре-

ме 2 для любого n  отображение [ ]
∞

=

∞

=1
1

k ki
niF является борелевским класса α + 2. 
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По теореме 1 отображение [ ]
∞

=

∞

=

∞

=
∞→

=
1 1

1i
Li

n k ki
nii FF  является борелевским клас-

са α + 3. Теорема доказана.
Применим полученные результаты к многозначным отображениям, зада-

ваемым предельными множествами.
Напомним сначала понятие предельного множества для одной функции [6], [7].

Пусть в единичном шаре { }1| <∈= xRxB m  евклидова пространства mR  

задана функция f  со значениями в компактном метрическом пространстве X . 

Для непустого множества BA ⊂  и точки Ax ∈0  предельным множеством 

функции f  в точке 0x  относительно множества A  называется совокупность 

точек ( ) XxAfC ⊂0,, , определяемая равенством

,

где (δp)p∈I — произвольная фундаментальная система окрестностей точки 0x .

Пусть теперь в шаре B  задана последовательность функций ( )∞
== 1nnfF , 

каждая из которых отображает B  в компактное метрическое пространство X .

Предельное множество последовательности функций F , введенное 
в статье [8], можно определить как

.

Наконец, нижнее предельное множество последовательности функций 

F  (см. [9]) определяется как

.

Из приведенных формул следует, что любое предельное множество являет-

ся непустым замкнутым подмножеством пространства X .

Если для любой точки Bt ∂∈  единичной сферы мы рассмотрим радиус 

, идущий в эту точку, то соответствующие радиальные 

предельные множества ,  и  зададут 

многозначные отображения сферы B∂  в пространство X , т.е. мы получаем три 

отображения λ, µ, ν : XB 2:,, →∂nml .
Относительно отображений λ и µ в статье [10] была доказана следующая 

теорема.
Теорема 4. Пусть функции f  и ( )∞

== 1nnfF  непрерывны в B . Тогда 

отображения λ, µ XB 2:, →∂ml , определяемые равенствами
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являются борелевскими функциями соответственно второго и четвер-
того классов.

Теоремы 1–3 позволяют легко обосновать данное утверждение. Действитель-
ное, согласно определениям предельных множеств, мы можем записать

где  — отрезок радиуса γt , характеризуемый условиями qpp r −−− −≤≤− 2121 , 

а . Так как функции f , nf  равномерно не-

прерывны внутри шара B  то при фиксированных номерах nqp ,,  отображения 

)( ,qp
tft g  и )( ,qp

tnft gfn  сферы B∂  в пространство X2  непрерывны 
в метрике Хаусдорфа. Применяя последовательно теоремы 2 и 1, получаем, что 
отображение λ(t) является борелевским второго класса. Аналогично, применяя 
теоремы 2, 3 и 1, получаем, что отображение µ(t) является борелевским четвер-
того (=1+2+1) класса.

Борелевость отображения  в статье [10] установить не уда-
лось. Теоремы 1–3 позволяют доказать следующее утверждение

Теорема 5. Пусть функции ( )∞
== 1nnfF  непрерывны в B . Тогда ото-

бражение ν XB 2: →∂n , определяемое равенством ν(t) ),,()( tFCt tgn = , γt, t), являют-
ся борелевской функцией пятого класса.

Доказательство. Согласно определению нижнего предельного множества, 

имеем как выше . При фиксированных номерах nqp ,,  

отображение  непрерывно. Применяя теоремы 2, 3 и 1, заключа-

ем, что отображение ν(t) является борелевским пятого (=1+3+1) класса.
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